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فصل هفتم

روش حداکثر انتظار

Expectation Maximization 

Method 1



(1مثال )محاسبه احتمال 

2

ه احتمال رو آمدن برای دو سک
با یک آزمایش.معلوم نیست

قصد داریم آن را تعیین می
.کنیم

اب به دلخواه یک سکه را انتخ
(  نوع سکه معلوم است)نموده 

ت حال. ده بار پرتاب می کنیم
های آمده را یادداشت می 
دام کنیم و سپس احتمال هر ک

.را می یابیم
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(2مثال )حداکثر انتظار 

اریم آن احتمال رو آمدن برای دو سکه معلوم نیست با یک آزمایش قصد د
.را تعیین می کنیم

ینجا سکه در ا. به دلخواه یک سکه را انتخاب نموده ده بار پرتاب می کنیم
.انتخاب شده معلوم نیست اما نتایج ده بار پرتاب آن معلوم است
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(2مثال )حداکثر انتظار 

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Bو Aاحتمال آمدن رو برای سکه 

 iنوع سکه انتخاب شده در هر مرحله

iتعداد رو در مرحله 



حداکثر انتظار

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(.65 × .45)/(.65 × .45 + .55 × .55)
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(.55 × .55)/(.65 × .45 + .55 × .55)
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.45(5)

.8(9)

.55(5)

.65(4)



حداکثر انتظار

در گام اول برای یکی از دو دسته مجهول . ی مقدار تصادف( معمولا پارامترها)1
.در نظر گرفته می شود

مجهول دیگر از روی مقادیر داده شده به دست می اید. 2(.Expectation)

از اطلاعات به دست آمده برای مجهول دوم اطلاعات مجهول اولیه بهینه . 3
(Maximization.)می شود

مراحل . .به صورت تکرار شونده انجام می شود تا همگرا شود3و 42
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(تاریخچه)حداکثر انتظار 

در سال Dempsterحداکثر انتظار به طور پراکنده مورد استفاده بود تا اینکه 
.آن را به صورت کلاسه در آورد1977

استفاده می کنند از EMکه از IEEEتعداد مقالات منتشر شده در مجلات 
.رشدنمایی داشته است2006تا 1988سال 

هفتاد مقاله مجله در سال2006در سال 

کاربردهای حداکثر انتظار
انس های بازیابی و بخش بندی تصویر و ویدئو، مدل سازی تصویر، همزمانی فرک

حامل در مخابرات، تشخیص صوت، ژنتیک

12



(3مثال )محاسبه احتمال 
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شوندمیپرتاببار100000برایباهمهستندهمازمستقلکهتاسدو.
𝑥1,𝑥2زوجصورتبههرپرتابنتیجه

.نماییدمعینتاسهربرایراآمدن6تا1احتمالاستمعلوم



ادامه( 3مثال )محاسبه احتمال 
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شوندمیپرتاببار100000برایباهمهستندهمازمستقلکهتاسدو.
𝑥1,𝑥2زوجصورتبههرپرتابنتیجه

.نماییدمعینتاسهربرایراآمدن6تا1احتمالاستمعلوم



(4مثال )حداکثر انتظار 

اهمبهستندهمازمستقلکهتاسدو
.شوندمیپرتاببار100000برای
𝑥1صورتبههرپرتابنتیجهجمع
+ 𝑥2

برایراآمدن6تا1احتمالاستمعلوم
.نماییدمعینتاسهر
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انتخاب مقدار تصادفی( 4مثال )حداکثر انتظار 

هرتاسبرای6تا1دادرخاحتمالابتدا
میهگرفتنظردرتصادفیصورتبه

برایتصادفیمقدارانتخاب).شود
(مجهول
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مرحله انتظار( 4مثال )حداکثر انتظار 

عدددودادرخاحتمالمحاسبه
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مرحله انتظار( 4مثال )حداکثر انتظار 

عدددوجمعدادرخاحتمالمحاسبه
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مرحله انتظار( 4مثال )حداکثر انتظار 
سکهدوهمزمانیهایحالتتعدادمحاسبه
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مرحله بیشینه سازی( 4مثال )حداکثر انتظار 
عددهردادرخاحتمالمحاسبه
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مرحله بیشینه سازی( 4مثال )حداکثر انتظار 
عددهردادرخاحتمالمحاسبه
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در انتها( 4مثال )حداکثر انتظار 
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K-MEANS از دیدگاهEM

 خوشه بندیk-means

تعدادی داده داریم:

{x1,x2,x3, … xn}

خوشه بندی داده ها به : هدفKنه خوشه متمایز به صورتی که تابع زیر کمی
.شود

 𝑦 = σ𝑛=1
𝑁 σ𝑘=1

𝐾 𝑟𝑛𝑘 𝑥𝑛 − 𝜇𝑘
2

 𝑟𝑛𝑘 = {
1 𝑖𝑓 𝑥𝑛 ∈ 𝑆𝑘
0 𝑖𝑓 𝑥𝑛 ∉ 𝑆𝑘
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K-MEANS از دیدگاهEM

 خوشه بندیk-means

انتخاب مقدار اولیه برای . 1𝜇𝑘

.2(Expectation)

.محاسبه می شود𝑟𝑛𝑘مقدار𝜇𝑘با ثابت در نظر گرفتن 

.3(Maximization)

𝜇𝑘ثابت نگه داشتن دسته ها و پیدا کردن 

𝜇𝑘 =
σ𝑛 𝑟𝑛𝑘𝑥𝑛
σ𝑛 𝑟𝑛𝑘
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تمرین
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سکه در اختیار داریمسه 
.بار انجام شده است10فعالیت زیر برای 

.سکه صفر انداخته شد
.اگر  رو آمد سکه یک،  سه بار پرتاب می شود

.اگر پشت آمد سکه دو،  سه بار پرتاب می شود
ر در هر بار نتیجه پرتاب سکه صفر معلوم نیست اما نتیجه پرتاب سکه های یک یا دو د

. اختیار ماست
(احتمال رو آمدن برای هرسکه)p2و p0 ،p1تعیین مطلوبست 

<THT>

<HTH>

<HHH>

<HTH>

<HHT>

<HTT>

<TTH>

<THH>

<HHT>

<HHH>



تمرین
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سکه در اختیار داریمسه 
.بار انجام شده است10فعالیت زیر برای 

.سکه صفر انداخته شد
.اگر  رو آمد سکه یک،  سه بار پرتاب می شود

.اگر پشت آمد سکه دو،  سه بار پرتاب می شود
ر در هر بار نتیجه پرتاب سکه صفر معلوم نیست اما نتیجه پرتاب سکه های یک یا دو د

. اختیار ماست
(احتمال رو آمدن برای هرسکه)p3و p1 ،p2تعیین مطلوبست 

<THT>

<HTH>

<HHH>

<HTH>

<HHT>

<HTT>

<TTH>

<THH>

<HHT>

<HHH>



𝑃 𝑍 = 𝑇 𝑋, 𝜃𝑃 𝑍 = 𝐻 𝑋, 𝜃

𝛽

𝛼 + 𝛽
= 0.723

𝛼

𝛼 + 𝛽
= 0.277THT

0.90140.0986HTH

.96970.0303HHH

0.90140.0986HTH

0.90140.0986HHT

0.7230.277HTT

0.7230.277TTH

0.90140.0986THH

0.90140.0986HHT

.96970.0303HHH
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𝜃0 = .2, 𝜃1 = .3, 𝜃2 = .6
𝛼 = 𝜃0 ҧ𝜃1𝜃1 ҧ𝜃1 = 0.2 × .7 × .3 × .7 = 0.0294
𝛽 = ҧ𝜃0 ҧ𝜃2𝜃2 ҧ𝜃2 = 0.8 × .4 × .6 × .4 = 0.0768



𝑃 𝑍 = 𝑇 𝑋, 𝜃𝑃 𝑍 = 𝐻 𝑋, 𝜃

0.7230.277THT

0.90140.0986HTH

.96970.0303HHH

0.90140.0986HTH

0.90140.0986HHT

0.7230.277HTT

0.7230.277TTH

0.90140.0986THH

0.90140.0986HHT

.96970.0303HHH
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𝜃1 =
1 × 3 × 0.277 + 2 × 5 × 0.0986 + 3 × 2 × 0.0303

3 × 3 × 0.277 + 3 × 5 × 0.0986 + 3 × 2 × 0.0303
= 0.4812

𝜃2 =
1 × 3 × 0.723 + 2 × 5 × 0.9014 + 3 × 2 × 0.9697

3 × 3 × 0.723 + 3 × 5 × 0.9014 + 3 × 2 × 0.9697
= 0.6578

𝜃0 =
3 × 0.277 + 5 × 0.0986 + 2 × 0.0303

10
= 0.1385


