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INTRODUCTION-TRANSFORM

تبدیلازدفه(Transform)استجدیدفضایبهویژگی هاانتقال.

ه سازیفشردیکباجدیدفضایدرویژگی ها.شودانتخابدرستیبهتبدیلاگر
.شدخواهندمواجهاطلاعاتبالای

بعدکاهشتکنیکگاهیفعالیتاینبه(dimensionality reduction)گفتههم
.می شود
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متعامد -تعریف ترانهاده 

𝑨𝑻

T denotes the Transpose operation

ترانهاده
---------------------------------------------

A real matrix is called orthogonal if 𝐴−1 = 𝐴𝑇

متعامد
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مقدار ویژه–بردار ویژه : تعریف

اگر برداری به نام𝑣در رابطه زیر صدق کند

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣

(eigenvalue)را مقدار ویژه 𝜆و (eigenvector)را بردار ویژه 𝑣صدق کند، آنگاه 
.می نامند𝐴متناظر با آن بردار برای ماتریس
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مقدار ویژه–یافتن بردار ویژه 

برای یافتن مقادیر ویژه ماتریس𝐴 با ابعاد𝑛 × 𝑛،باید معادله𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 را
𝐴𝑣می توانیم از تساوی. کنیمحل 𝜆(های)اسکالربرای  = 𝜆𝐼𝑣 استفاده نماییم

.ماتریس همانی است𝐼که 
𝐴𝑣 = 𝜆𝐼𝑣
𝐴𝑣 − 𝜆𝐼𝑣 = 0
𝐴 − 𝜆𝐼 𝑣 = 0

 اگرdet(𝐴 − 𝜆𝐼) = وجود خواهد 𝑣باشد، آنگاه یک حل غیربدیهی برای0
.داشت
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(حل مثال)مقدار ویژه –بردار ویژه 
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𝜆1 = 3, 𝜆2 = −2

𝐴 − 3𝐼 𝑣 = 0

2 − 3 −4
−1 −1 − 3

𝑣 = 0,
−1 −4
−1 −4

𝑣 = 0, 𝑣1 =
4
−1

,

2 + 2 −4
−1 −1 + 2

𝑣 = 0,
+4 −4
−1 1

𝑣 = 0, 𝑣2 =
−4
−4
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بردار ویژه ماتریس کواریانس

بردار های ویژه ماتریس کواریانس برهم عمود هستند.

درداده هایپراکندگکهاستجهتینمایندهبیشتر،ویژهمقداربامتناظرویژهبردار

.استبیشترسوآن
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فپراکندگی داده  برای ماتریس های کواریانس مختل
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1 0
0 1

1 0
0 2

1 0.5
0.5 2

1 −0.5
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THE KARHUNEN-LOÈVE TRANSFORM

PCAیالوییکارهاننتبدیل

principal component analysis (PCA)

اصلیمولفه هایبهتجزیه
یاهمبرعمودجدیدمحور هایکهمی بردفضاییبهراداده هاتبدیلاین

.هستندهمازمستقل
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PCAگام ها برای یافتن 

استانداردسازی: گام اول
محاسبه ماتریس کواریانس: گام دوم
س محاسبه بردارویژه و مقدار ویژه ماتریس کواریان: گام سوم

برای یافتن مولفه های اصلی
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PCAگام های محاسبه 

کهیمتغیرهایازدستهآنباشد،داشتهوجودزیادیتفاوتاولیهمتغیرهایدامنهبیناگر
تمایلیابایاسبهمنجرکهشوندمیغالبکوچکدامنهبامتغیرهاییبردارندبزرگتردامنه

.کندجلوگیریمشکلاینازمی تواندداده هااستانداردسازیبنابراین،.می شودسویکبه

.استمتقارنماتریسیککوواریانسماتریس
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1مثال 

13

𝑥2داده ها مربوط به معادله • = 𝑥1 + ϵ است که𝜖نویز را نشان می دهد.
.نشان دهنده مقدار ویژه است𝜆𝑖نشان دهنده بردار ویژه و 𝑎𝑖بردار •
.داده ها بیشترین واریانس را دارند𝑎0در امتداد محور •
(  اختلاف زیاد بین دو مقدار ویژه)ارائه می دهد PCAبا توجه به اطلاعاتی که •

.یک استتقریباً مجموعه ابعاد 
𝑥1موازی با خط تقریباً 𝑎0خط • = 𝑥2است.
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2مثال 

(. orthonormal)ماتریس تبدیل دارای سطر و ستون های متعامد با اندازه واحد است 14
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کاهش بعد–ادامه –2مثال 

رودماتریس تبدیل معکوس پذیر است، یعنی در تبدیل فضا اطلاعات از دست نمی .

ت با حذف بردار ویژه های کم اهمیت می توان به کاهش بعد رسید، در این صورت با از دس
.رفتن داده مواجهیم
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لفمقدار ویژه و بردار ویژه  برای ماتریس های کواریانس مخت: 3مثال
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1 0
0 1
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1 0.5
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ادامه-3مثال 
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اثر ویژگی وابسته–4مثال 
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𝑧 = 𝑥 + 𝑦

~0
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پراکندگی داده ها–4مثال 
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5مثال 
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PCAجداپذیری در –کاهش بعد 

DIMENSIONALITY REDUCTION

SEPARABILITY OF PCA

خطامربعاتحداقلبهنسبتاصلیمولفه هایبهتجزیهتبدیلبهینگی(MSE)
می توانراPCAاین رواز.می شودبالافشردگیباجدیدویژگی هاییبهمنجر

گرفتنظردراولیهویژگیnازجدیدفضایدرغالبویژگی mانتخاببرایابزاری
(𝑚 < 𝑛).
اشدبفشرده سازیبرایخوبیروشاستممکناصلیمولفه هایبهتجزیهاگرچه

این.نمی شودکلاس بندیدرتفکیک پذیریحداکثربهمنجرلزوماًمواردیدراما
.استهنشدبهینهکلاس هابهداده هاتعلقبهتوجهباابعادکاهشزیرااست،معقول
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PCAجداپذیری در 
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محور با پراکندگی بیشتر
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PCA  VS LDA
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SVD

SINGULAR VALUE

DECOMPOSITION
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SVD : SINGULAR VALUE DECOMPOSITION
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تجزیه به نقاط منفرد
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SVDو  PCAارتباط 

𝑋 = 𝑈𝐷VT

𝑋𝑋𝑇 = 𝑈𝐷𝑉𝑇 𝑈𝐷𝑉𝑇 𝑇

= 𝑈𝐷𝑉𝑇 𝑉𝐷𝑇𝑈𝑇

= 𝑈𝐷 𝑉𝑇𝑉 𝐷𝑇𝑈𝑇

= 𝑈𝐷2𝑈𝑇

 ریشه دوم مقدارهای ویژه𝑋𝑋𝑇 برابر مقدارهای تکین𝑋است.
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استفاده از تجزیه مقادیر منفرد در حل معادلات 

دستگاه معادلات زیر را در نظر بگیرید
𝐴𝑚×𝑛𝑋𝑛×1 = 0

با کمترین مقدار تکین𝑉برابر است با ستون 𝑋حل مساله بالا یا به عبارتی 
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محاسبه مختصات خط با روش تجزیه به مقادیر تکین
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𝐴 = [1,2; 2,4; 3,6; 4,8; 5,10; 6,12; 7,14; 8,16; 9,18; 10,11];

[U D V]=svd(A);

diag(D)=(40.3962     3.7612) 

1.83x-y=0

U→10×10

D→10×2

V→2×2
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RANSAC VS SVD
حذف نقاط دورافتاده و مقاوم بودن در برابر نویز

RANdom Sample Consenses

ود به صورت تکرار شونده تعداد مورد نیاز نقطه انتخاب می شRANSACدر روش 
با استفاده از معادلات به دست آمده، اختلاف. و از روی آن مجهولات به دست می آید

ی که بین نقاط دیگر و متناظرشان در تصویر دیگر محاسبه می شود و تعداد نقاط
.به دست می آید( inliers)اختلافشان از حد آستانه ای کمتر است 

.را دارد به عنوان جواب در نظر گرفته می شودinliersمعادلات که بیشترین 
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RANSAC

(1)انتخاب دو نقطه برای یافتن معادله خط
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2=تعداد نقاط درون افتاده
Number of inliers

6,12 , 10,11
𝑥 + 4𝑦 − 54 = 0
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RANSAC

(2)انتخاب دو نقطه برای یافتن معادله خط

32

3=تعداد نقاط درون افتاده
Number of inliers

1,2 , 10,11
𝑥 − 𝑦 + 1 = 0
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RANSAC

(3)انتخاب دو نقطه برای یافتن معادله خط
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7=تعداد نقاط درون افتاده
Number of inliers

1,2 , 2,4
2𝑥 − 𝑦 = 0



ROBUST PCA
هدف

تجزیه به مولفه های اصلی مقاوم با استفاده از وزن دهی به داده های ورودی 
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ROBUST PRINCIPAL COMPONENT

ANALYSIS(RPCA)

Low-Rank Matrix Recovery and Completion via Convex 
Optimization
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RANK OF MATRIX

رتبه ماتریس

به بیشینه تعداد سطرها یا ستون های مستقل یک ماتریس گویند.

 رتبه ماتریس𝐴را به صورت زیر نمایش می دهند:
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴

 اگر𝐴 ماتریسی𝑀 ×𝑁 باشد آنگاه
𝑅𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤ min 𝑀,𝑁

 ماتریس𝐴 رتبه کامل(𝑓𝑢𝑙𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑘) دارد اگر
𝑅𝑎𝑛𝑘 𝐴 = min 𝑀,𝑁
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RPCA (LOW-RANK MATRIX RECOVERY)

𝐷 = 𝐴 + 𝐸

 ماتریس𝐷مشاهدات را در بر دارد.
 ماتریس𝐴ماتریسی با رتبه پایین است.
 ماتریس𝐸تخریب را نشان می دهد که با داده اصلی جمع شده است.
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RPCA (LOW-RANK MATRIX RECOVERY)

𝐷 = 𝐴 + 𝐸

 هدف یافتن ماتریسA و𝐸 به صورتی است که
:رابطه زیر کمینه شود

min(𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 + 𝛾 𝐸 0)

 مقدار. −𝑙0تحت نام0 𝑛𝑜𝑟𝑚

.مشهور است و نشان دهنده تعداد عناصر غیر صفر ماتریس است
تا برای آنکه بتوان آن را کمینه نمود سعی می شود.رابطه بالا غیر محدب است

.رابطه به صورت محدب نوشته شود
min( 𝐴 ∗+𝛾 𝐸 1)
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RPCA (LOW-RANK MATRIX RECOVERY)

𝐷 = 𝐴 + 𝐸
min( 𝐴 ∗+𝛾 𝐸 1)

 در رابطه بالا. نرم اتمی نام دارد و حاصل ∗
.جمع مقادیر تکین است

𝐴 ∗ =෍
𝑖
𝜎𝑖 𝐴

 در رابطه بالا. یک نام دارد ونرم 1
.حاصل جمع قدرمطلق عناصر آرایه است
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RPCA(APPLICATIONS)
REMOVE SHADOWS
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RPCA(APPLICATIONS)
REMOVE SHADOWS AND SECULARITY
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RPCA(APPLICATIONS)
BACKGROUND MODELING
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COVARIANCE AND CORRELATION

 بهcorrelationهمبستگی هم گفته می شود.

𝜌𝑋𝑌 = 𝑐𝑜𝑟𝑟 𝑋, 𝑌 =
𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑋𝜎𝑌
 و1−مزیت همبستگی در آن است که مقدار آن بین + اما . قرار دارد1

یشینه آن حداکثری نمی توان برای کواریانس دو متغیر در نظر گرفت یا به عبارتی ب
.  به حداکثر واریانس دو متغیر وابسته است
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