
شناسایی الگو
فصل دوم
های تخمین پارامترطبقه بند بیز، مرز تصمیم، 

تابع چگالی احتمال

Textbook: Pattern Recognition, S. Theodoridis , K. 
Koutroumbas, Fourth Edition, 2009



Pattern Recognition

 یژگی ، به هر الگویی که با بردار وخصوصیات آماری ویژگی هابا دانستن

𝑥 = 𝑥1,𝑥2,𝑥3, … ,𝑥𝑙
𝑇

,𝜔1,𝜔2کلاس از مجموعه محتمل ترینمشخص شده است  … ,𝜔𝑀 را

بدین معنی که. تخصیص دهد

𝑥 → 𝜔𝑖:
𝑃 𝜔𝑖 𝑥

𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚

کلاس بندی مبتنی بر نظریه بیز
CLASSIFIERS BASED ON BAYES DECISION THEORY
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Pattern Recognition

 a-priori probabilities

 احتمال پیشین کلاس𝜔𝑖

 the likelihood of 

 احتمال شرطی𝑥 نسبت به𝜔𝑖

بیزکلاس بندی مبتنی بر نظریه 

)()...,(),( 21 MPPP 

Mixp i ,...,2,1,)( 

.    ..  itorwx 
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Pattern Recognition

(مساله دو کلاسه)قانون بیز 
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که در آن 

.زیرا برای همه کلاس ها یکسان است. مخرج می تواند حذف شود

.به تابع چگالی و تابع توزیع احتمال توجه شود 4



Pattern Recognition

ادامه-( مساله دو کلاسه)قانون بیز 

If 𝑃 𝜔1 𝑥 > 𝑃 𝜔2 𝑥 ⇒ 𝑥 ⟶ 𝜔1

معادل است با

If p 𝑥 𝜔1 𝑃 𝜔1 > p 𝑥 𝜔2 𝑃 𝜔2 ⇒ 𝑥 ⟶ 𝜔1

:اگر احتمال پیشین این دو کلاس باهم برابر باشد داریم

p 𝑥 𝜔1 > p 𝑥 𝜔2 ⇒ 𝑥 ⟶ 𝜔1
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Pattern Recognition

)()(
2211

  RR  and 
.با توجه به مقادیر تابع چگالی احتمال می توان فضای مساله را به دو ناحیه تقسیم نمود
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خطای کلاس بندی

مساحت ناحیه هاشور خورده در شکل صفحه قبل خطای سیستم را نشان
می دهد

 تاسبهینهطبقه بند بیز کمینه بودن خطای کلاس بندی نسبت به.
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Pattern Recognition

تیجه با جابه جایی مقدار آستانه مساحت ناحیه هاشور خورده افزایش یافته در ن
.خطای کلاس بندی افزایش می یابد 8
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قانون بیز برای بیش از دو کلاس

 متغیر𝑥 متعلق به کلاس𝜔𝑖خواهد بود اگر

𝑃 𝜔𝑖 𝑥 > 𝑃 𝜔𝑗 𝑥 , ∀𝑗 ≠ 𝑖
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ریسککمینه سازی میانگین 
Minimizing the average risk

ازبرخیچونمی شودگرفتهنظردرجریمه اینادرستتصمیمهرازایبه
.حساس ترندتصمیم ها

هشناختواگیرداربیماریبهمبتلاکهسالمیفردهزینهمثالطوربه
یاربسمی شودکلاس بندیسالمطبقه بندتوسطکهبیماریازمی شود؛

.استبیشتر
می شوندبیاناتلافماتریسقالبدرمعمولاهزینه هااین.

𝐿 =
𝜆11 𝜆12
𝜆21 𝜆22
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کمینه سازی میانگین ریسک

  ریسک نسبت به کلاس𝜔1

 نسبت به کلاس  ریسک𝜔2

Average risk
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Pattern Recognition

کمینه سازی میانگین ریسک
 باید نواحی𝑅1 و𝑅2 به نحوی انتخاب شود که مقدار𝑟کمینه شود  .
 داده𝑥 متعلق به کلاس𝜔1است اگر :
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(حالت خاص)ریسک کمینه سازی میانگین 
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مثال
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مثال

 Then the threshold value is:

 Threshold       for minimum r
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(ادامه)مثال 
Thus       moves to the left of 

(WHY?)

0x̂ 0
2

1
x
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تابع توزیع نرمال یک بعدی

where

is the mean value, i.e.: 

is the variance, 
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بعدیچند نرمال چگالی تابع 

𝜇: 𝐸𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒, 𝑙 × 1, 𝐸[𝑥]

Σ: 𝑐𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐, 𝑙 × 𝑙, 𝐸 𝑥 − 𝜇 𝑥 − 𝜇
𝑇

. : 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡
𝑙: 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑓𝑒𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑠

−
1

2
𝑥 − 𝜇

𝑇
Σ−1 𝑥 − 𝜇 : 𝑆𝑐𝑎𝑙𝑒𝑟 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟
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معکوس ماتریس دو در دو

19
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بعدیدو تابع توزیع نرمال 
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Pattern Recognition

مرز تصمیم
جمع بندی

اگر ماتریس کواریانس دو کلاس دلخواه باشد؛ مرز تصمیم منحنی
.می شود

واهد اگر ماتریس کواریانس دو کلاس یکسان باشد، مرز تصمیم خط خ
(.فاصله ماهالانوبیس)بود 

 اگر ماتریس کواریانس دو کلاس یکسان و برابر𝜎𝐼 باشد، مرز تصمیم بر
(.فاصله اقلیدسی)خط گذرنده از میانگین دو کلاس عمود خواهد بود 

 اگر ماتریس کواریانس دو کلاس یکسان و برابر𝜎𝐼 و احتمال پیشین دو
ن دو گذرنده از میانگیعمود منصف خط تصمیم کلاس برابر باشد، مرز 

تمال اگر احتمال پیشین برابر نباشد به کلاس با اح. بودواهد کلاس خ
.کمتر نزدیکتر است
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فاصله اقلیدسی و ماهالانوبیس

a and b at the same 

Mahalanobis distance from c

38

a and b at the same 

Euclidean distance from c

𝑏 − 𝑐 𝑇Σ−1(𝑏 − 𝑐)
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شناسایی الگو
فصل دوم

مالتخمین پارامترهای تابع چگالی احت

Textbook: Pattern Recognition, S. Theodoridis , K. 
Koutroumbas, Fourth Edition, 2009.
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تخمین پارامترهای تابع چگالی احتمال
آنپارامترهایهمراهبهاحتمالچگالیتابعکهشدفرضاینجاتا

.استشدهشناخته
نیستصادقشرطاینمواردازبسیاریدر.
زابایداحتمال،چگالیتابعپارامترهایمسایل،ازبسیاریدر

.شودزدهتخمین(آموزشیداده های)موجودداده های
رمالنتوزیعمثالطوربهاست؛معلومتوزیعنوعدیگرعبارتبه.

داده هایازبایدمعیارانحرافومیانگینمانندآنپارامترهایاما
.شودتعیینآموزش
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Pattern Recognition

پارامترهای تابع چگالی احتمالروش های تخمین 

Maximum Likelihood Estimation (MLE)

بیشینهدرست نماییتخمین

Maximum a Posteriori probability estimation

(MAP)

پسیناحتمالبیشینهتخمین
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Pattern Recognition

تفاوت آمار و احتمال

مههتوزیعاحتمالمیزانکهاستاینمنظورمی کنیم،صحبتاحتمالازوقتی
.می دانیمراکلدرنمونه ها

مثال
ایندرسیبتوزیعاحتمالمحاسبه.استپرتغال7وسیب3شاملجعبهیک

.بودخواهد0.7پرتغالو0.3برابرجعبه
دربخشاینازمی خواهیم.داریمدسترسیجهانازبخشیبهفقطآمار،در

.بزنیمتخمینکلدررانمونه هااحتمالتوزیعوکنیماستفادهدسترس

باو گویندپارامترراکلی،واقعیتوزیعمشخصه های𝜃می دهندنمایش.

باراآماریمشخصه هایመ𝜃می دهندنمایش.
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MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION

بیشینهتخمین درست نمایی 

ستنیمعلومآنپارامترهایامااست،معینچگالیتوزیعتابعحالتایندر.
:می شوددادهنمایشزیرصورتبهبالاتوضیح

𝑝 𝑥 𝜔𝑖; 𝜃

نمونهمجموعهیک𝑋 = 𝑥1,𝑥2,𝑥3, … ,𝑥𝑁کهاستدسترسدر
:داریم.هستندانتخابفرآینددرهمازمستقل

𝑝 𝑋; 𝜃 = 𝑝 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛; 𝜃 =ෑ

𝑘=1

𝑛

𝑝 𝑥𝑘; 𝜃

پارامتردرست نماییتابعرابالارابطه𝜃دادهمجموعهبهتوجهبا𝑋می نامند.
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MAXIMUM LIKELIHOOD METHOD

روش درست نمایی بیشینه

پارامتربیشینه،درست نماییروش𝜃تابعکهمی زندتخمینصورتیبهرا
.آورددستبهراخودبیشینهمقداردرست نمایی،

෠𝜃𝑀𝐿 = 𝑎𝑟𝑔max
𝜃

ෑ

𝑘=1

𝑁

𝑝 𝑥𝑘; 𝜃

ینه از تابع از آنجا که تابع لگاریتم یکنوا است، می توان برای یافتن نطقه بیش
.بالا لگاریتم گرفت و مشتق آن را برابر صفر قرار داد

برای توزیع نرمال، در نهایت به مقادیر زیر می رسیم:

ො𝜎𝑀𝐿
2 =

1

𝑁
෍

𝑘=1

𝑁

𝑥𝑘 − 𝜇 2

Ƹ𝜇𝑀𝐿 =
1

𝑁
෍

𝑘=1

𝑁

𝑥𝑘
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MAXIMUM A POSTERIORI PROBABILITY ESTIMATION (MAP)
تخمین بیشینه احتمال پسین

 ،در این حالت پارامترها𝜃به عنوان متغیر تصادفی در نظر گرفته می شوند که ،
مقادیر آنها در شرایطی که تعدادی نمونه

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑁
:مبه عبارتی به دنبال مقدار زیر هستی. اتفاق افتاده است باید محاسبه شوند

𝑝 𝜃 𝑋
با توجه به قانون بیز داریم:

𝑝 𝜃 𝑝 𝑋 𝜃 = 𝑝 𝑋 𝑝 𝜃 𝑋

𝑝 𝜃 𝑋 =
𝑝 𝜃 𝑝 𝑋 𝜃

𝑝 𝑋
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MAXIMUM A POSTERIORI PROBABILITY ESTIMATION (MAP)
تخمین بیشینه احتمال پسین

𝑝 𝜃 𝑋 =
𝑝 𝜃 𝑝 𝑋 𝜃

𝑝 𝑋

 ن این برای یافت.به دنبال بیشینه کردن مقدار بالا استپسینتخمین بیشینه احتمال
.نقطه مشتق بالا را برابر صفر قرار می دهیم

መ𝜃𝑀𝐴𝑃:
𝜕

𝜕𝜃
𝑝 𝜃 𝑋 = 0

𝜕

𝜕𝜃
𝑝 𝜃 𝑝 𝑋 𝜃 =0
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