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روابط بازگشتي
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حل روابط بازگشتي
معادلهكیبوسیلهبازگشتیالگوریتمیكزمانیپیچیدگی•

شودمیبیانبازگشتی
یانمود،حلاربازگشتیمعادلهبایدزمانیپیچیدگیتعیینبراي•

.کردمستقیمرابطهبهتبدیلعبارتیبه
بازگشتیروابطحلهايروش•

استقراءو(خوب)حدس–
مشخصهمعادله–
جایگذاري–
اصلیقضیه–
بازگشتدرخت–
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حل روابط بازگشتي بوسیله استقراء
فاکتوریلالگوریتم•

!n:مساله– = n(n-1)(n-1)…(3)(2)(1)کهn  !0و1 = .کنیدمحاسبهرا1
.nمنفیغیروصحیحعددیك:هاورودي–
.!n:هاخروجی–

int fact ( int n)

{

if ( n == 0)

return 1 ;

else

return n * fact ( n – 1) ;

}
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محاسبه تعداد ضرب هاي انجام شده
بازگشتیمعادله•

tn = tn-1 + 1 
:آندرکه

–tn-1:بازگشتیفراخوانیدرهاضربتعداد
سطحبالاتریندرضربعمل:1–

t0:اولیهشرط• = 0

:بازگشتیرابطهحل•
آوریدبدستکاندیداحلراهیكاولمقدارچندبررسیبا–

t1 = t0 + 1 = 0 + 1 = 1

t2 = t1 + 1 = 1 + 1 = 2

t3 = t2 + 1 = 2 + 1 = 3

…

tn = n
.کنیدثابتاستقراباراکاندیداحلراهدرستی–
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اثبات بوسیله استقراء

nبراي:استقراءپایه• = :داریم0
t0 = 0

:داریمnمثبتوصحیحعددیكبرايکنیدفرض:استقراءفرض•
tn = n

:کهدهیمنشانباید:استقراءگام•

tn+1 = n + 1

tn+1 = t(n+1)-1 + 1 = tn + 1 = n + 1
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حل روابط بازگشتي بوسیله استقرا 
:بگیریدنظردررازیربازگشتی•

:ازعبارتنداولیهمقدارچند
t2 = t2/2 + 1 = t1 + 1 = 1 + 1 = 2

t4 = t4/2 + 1 = t2 + 1 = 2 + 1 = 3

t8 = t8/2 + 1 = t4 + 1 = 3 + 1 = 4

t16 = t16/2 + 1 = t8 + 1 = 4 + 1 = 5
:کهزنیممیحدس

tn = lg n + 1

.کنیممیبررسیراخودحدساستقراءبوسیلهحال،
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حل روابط بازگشتي بوسیله استقرا 
nبراي:استقراءپایه = :داریم1

t1 = lg 1 + 1=1

nدلخواهمقداربرايکنیدفرض:استقراءفرض > باشدمی2ازتوانیnکه2
:داریم

tn = lg n + 1
:استقراءگام

t2n = lg (2n) + 1

t2n = t(2n/2) + 1 = tn + 1 = lg n + 1 + 1

= lg n + lg 2 + 1

= lg (2n) + 1
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حل روابط بازگشتي بوسیله استقرا 
:بگیریدنظردررازیربازگشتی•

:ازعبارتنداولیهمقدارچند
t2 = 7t2/2 = 7t1 = 7

t4 = 7t4/2 = 7t2 = 72

t8 = 7t8/2 = 7t4 = 73

t16 = 7t16/2 = 7t8 = 74

:کهزنیممیحدس
tn = 7lg n

.استدرستحلکهکنیمثابتاستقراءبوسیلهبایدحال
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اثبات به كمك استقراء
:استقراءپایه•

nبراي– = :داریم1
t1 = 7lg 1 = 70 = 1

:استقراءفرض•
nدلخواهمقدارهربرايکنیدفرض– > :داریمباشد2ازتوانیnکه2

tn = 7lg n

:استقراءگام•
:کهدهیمنشانباید–

t2n = 7lg(2n)

t2n = 7t2n/2 = 7tn = 7 * 7lg n = 71 + lg n = 7lg 2 + lg n = 7lg(2n)

چونو
7lg n = nlg 7 tn = nlg 7 ≈ n2.81
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حل روابط بازگشتي بوسیله استقرا 
:بگیریدنظردررازیربازگشتی•

:ازعبارتنداولیهمقدارچند
t2 = 2t2/2 + 2 – 1 = 2t1 + 1 = 1

t4 = 2t4/2 + 4 – 1 = 2t2 + 3 = 5

t8 = 2t8/2 + 8 – 1 = 2t4 + 7 = 17

t16 = 2t16/2 + 16 – 1 = 2t8 + 15 = 49

.نموداستفادهاستقراءازتواننمیندارد،وجودواضحیکاندیدايحلراهچون
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هحل روابط بازگشتي بوسیله معادله مشخص

زیرشكلهببازگشتیرابطهیك:همگنخطیبازگشتیرابطه•

a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k = 0

تیبازگشرابطهیكباشند،میثابتaiجملاتوkآندرکه
.شودمینامیدهثابتضرایبباهمگنخطي
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چند مثال

• 7 tn - 3 tn-1 = 0

• 6 tn - 5 tn-1 + 8 tn-2 = 0

• 8 tn - 4tn-3 = 0

• (Fibonacci sequence): tn = tn-1 + tn-2 =>

tn - tn-1 - tn-2 = 0

n n nt t t

t

t

for n   














 
5 6 0 1

0

1

1 2

0

1



13

معادله مشخصه

بهابتثضرایبباهمگنخطیبازگشتیرابطهمشخصهمعادله•
زیرصورت

a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k=0

بااستبرابر
a0 r

k+ a1 r
k-1 +…+ ak r0 =0

نیدکتعیینرازیربازگشتیرابطهمشخصهمعادله:مثال•
5 tn - 7 tn-1 + 6 tn-2 = 0

5r2 – 7r + 6 = 0
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B.1قضیه 

:تاسشدهدادهزیرثابتضرایبباهمگنخطیبازگشتیرابطهکنیدفرض•
a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k = 0

باشدمیزیرصورتبهکهآنمشخصهمعادلهاگر
a0 r

k+ a1 r
k-1 +…+ ak r0 = 0

,r1متمایزریشهkداراي r2, r3, …, rk،بهبازگشتیرابطهحلتنهاآنگاهباشد
باشدمیزیرصورت

tn = c1 r1
n + c2 r2

n +…+ ck rk
n

.باشندمیدلخواهیهايثابتciجملاتآندرکه
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مثال: حل روابط بازگشتي

مثال•
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for n3 4 0 1
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1

1 2

0

1

r2 – 3r – 4 = 0  (r – 4)(r + 1) = 0  r = 4, -1

tn = 1/5(4n) -1/5(-1)n

t0 = c14
0 + c2(-1)0 = 0

t1 = c14
1 + c2(-1)1 = 1

c1 + c2 = 0

4c1 - c2 = 1

c1 = 1/5

c2 = -1/5

tn = c14
n + c2(-1)n
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مثال: حل روابط بازگشتي

فیبونانچیدنباله:مثال•
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مثال: حل روابط بازگشتي

فیبونانچیدنباله:مثال•
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B.2قضیه 

یكمشخصهمعادلهازmتعدادباریشهیكrکهکنیدفرض•
تمامیگاهآن.باشدثابتضرایبباهمگنخطیبازگشتیرابطه

:زیرجملات

tn = rn , tn = nrn , tn = n2rn , tn = n3rn , …, tn = nm-1rn

ازیكهرزاءبابنابراین.باشندمیبازگشتیرابطهبرايحلیراه
بازگشتیرابطهعمومیحلراهدرجملهیكها،جواباین

.شودمیگنجانده
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مثال: حل روابط بازگشتي

مثال•

    



















  n n n nt t t t

t

t

t

for n7 15 9 0 2

0

1

2

1 2 3

0

1

2

r3 –7r2 + 15r - 9 = 0   (r – 1)(r – 3)2 = 0  r = 1, r = 3

tn = c11
n + c23

n + c3n3n

t0 = c11
0 + c23

0  + c3(0)(30)= 0

t1 = c11
1 + c23

1 + c3(1)(31) = 1

t2 = c11
2 + c23

2 + c3(2)(32) = 2 

c1+ c2                       = 0

c1 + 3c2 +  3c3 = 1

c1 + 9c2 + 18c3 = 2 

c1 = -1

c2 = 1

c3 = -1/3

tn = (-1)1n + (1)3n + (-1/3)(n3n) = -1 + 3n – n3n - 1
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مثال: حل روابط بازگشتي

مثال•
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2

3
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0

1

2

r3 –5r2 + 7r - 3 = 0   (r – 1)2 (r – 3) = 0  r = 1, r = 3

tn = c13
n + c21

n + c3n1n

t0 = c13
0 + c21

0  + c3(0)(10)= 1

t1 = c13
1 + c21

1 + c3(1)(11) = 2

t2 = c13
2 + c21

2 + c3(2)(12) = 3 

c1+ c2                   = 1

3c1 + c2 +  c3 = 2

9c1 + c2 + 2c3 = 3 

c1 = 0

c2 = 1

c3 = 1

tn = 0(3n )+ 1(1n )+ 1(n1n) = n + 1
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روابط بازگشتي غیر همگن

:زیرشكلبهرابطهیك•

a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k = f(n)

غیرتابعیكf(n)وباشندمیثابتakجملاتوkآندرکه
ضرایببانهمگغيرخطیبازگشتیرابطهیكباشد،میصفر
.داردنامثابت
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B.3قضیه : يك مورد خاص و متداول

:زیرهمگنغیربازگشتیرابطه•
a0 tn+ a1 tn-1+…+ ak tn-k = bnp(n)

درجهازnبرحسبايجملهچندیكp(n)وثابتیكbآندرکه
dمعادلههکهمگنخطیبازگشتیرابطهیكبهتواندمیباشد،می

:شودتبدیلباشد،میزیرصورتبهآنمشخصه

(a0 r
k+ a1 r

k-1 +…+ ak r0)(r - b)d+1 = 0

داشتهوجودbnp(n)مانندجملهیكازبیشراستسمتدراگر
.شودمیاضافهمشخصهمعادلهبهجملهیكکدامهربازاءباشد،
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مثال: حل روابط بازگشتي
:مثال•

tn – 3tn-1 = 4n

b = 4 , p(n) = 1= n0

(r – 3)(r – 4)0+1 = 0

:مثال•
tn – 3tn-1 = 4n(8n + 7)

b = 4, p(n) = 8n1 + 7

(r – 3)(r – 4)1+1 = 0
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مثال: حل روابط بازگشتي

:مثال•
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tn = 20(3n) – 20(4n) + 8n4n



25

مثال: حل روابط بازگشتي

:مثال•
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(r – 1)(r – 1)1+1 = 0  (r – 1)3 = 0

t1 = t0 + 1 – 1 = 0 + 0 = 0

t2 = t1 + 2 – 1 = 0 + 1 = 1

tn = n(n – 1)/2

bnp(n) = n – 1 = 1n(n1 – 1)  b = 1, d = 1

 tn = c11
n + c2n1n + c3n

21n  tn = c1 + c2n + c3n
2
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مثال: حل روابط بازگشتي

:مثال•
   









n n

n

t t

t

n for n
1

1

2 2 1

0

n = (1n)n1 2n = (2n)n0

b

d

b

d

(r – 1)1+1 (r – 2)0+1

(r – 2)(r – 1)2(r – 2) = (r – 2)2(r – 1)2



27

تغییر متغیر

جدیدرابطهیكبهرابازگشتیرابطهیكتواندمیمتغیرتغییر•
حلقابلB.3قضیهتوسطکهباشدشكلیدرکهکندتبدیل
.گردد

:مثال•
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مثال: تغییر متغیر

مثال•
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مثال: تغییر متغیر

مثال•
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مثال: تغییر متغیر
مثال• 
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حل روابط بازگشتي با جايگذاري

مثال•
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ليحل روابط بازگشتي بوسیله قضیه اص
(5-ب)اصليقضيه•

:استزیربصورتواستنزولیغیرپیچیدگیتابعکنیدفرض

:داریماست،d>=0وa>0،c>0کههستندثوابتیdوa،cوصحیحمقادیرk>=0وb>=2آندرکه

)(nT

dT

cn
b

n
aTnT k





)1(

)()( bتوانی از n>1 ،nبرای 

)(nT

kk baifn )(

kk baifnn )lg(

kbaifn
a
b )(

log
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ليحل روابط بازگشتي بوسیله قضیه اص
:کندمیبرآوردهرازیرمواردوباشدنهایینزولیتابعT(n)کنیدفرض:26-بمثال•

:داریم42>8واصلیقضیهبهتوجهبا•
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ليحل روابط بازگشتي بوسیله قضیه اص
:کندمیبرآوردهرازیرمواردوباشدنهایینزولیتابعT(n)کنیدفرض:27-بمثال•

:داریم31<9واصلیقضیهبهتوجهبا•



طراحي الگوريتم
درخت بازگشت

محمدجواد فدائی اسلام
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درخت بازگشت
Recursion Tree

ی، یكی از روش هاي خوب براي حل یا حدس رابطه هاي بازگشت•
ي این روش نحوه جاي گذار. استفاده از درخت بازگشت است

طح از آن یك عبارت بازگشتی و نیز مقدار ثابتی را که در هر س
ت حاصل جمع مقادیر ثاب. عبارت به دست می آید نشان می دهد

. تمام سطح ها، جواب رابطه بازگشتی است
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• 𝑇 𝑛 = ቐ
2𝑇

𝑛

2
+ 𝑛 𝑛 > 1, 𝑛 = 2𝑘

1 , 𝑛 = 1

37
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𝑇 𝑛 = ቐ
2𝑇

𝑛

2
+ 𝑛 𝑛 > 1, 𝑛 = 2𝑘

1 , 𝑛 = 1

𝑇(1)

2(4)

4(2)

8(1)

𝑇(8)

𝑇(4)

𝑇(2) 𝑇(2)

𝑇(1) 𝑇(1) 𝑇(1)

𝑇(4)

𝑇(2) 𝑇(2)

𝑇(1) 𝑇(1) 𝑇(1) 𝑇(1)

8

4 8 = log2 8 + 1 8 = 32
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𝑇 𝑛 = ቐ
2𝑇

𝑛

2
+ 𝑛 𝑛 > 1, 𝑛 = 2𝑘

1 , 𝑛 = 1

𝑇(𝑛/8)

2(𝑛/2)

4(𝑛/4)

8(𝑛/8)

𝑇(𝑛)

𝑇(𝑛/2)

𝑇(𝑛/4) 𝑇(𝑛/4)

𝑇(𝑛/8) 𝑇(𝑛/8) 𝑇(𝑛/8)

𝑇(𝑛/2)

𝑇(𝑛/4) 𝑇(𝑛/4)

𝑇(𝑛/8) 𝑇(𝑛/8) 𝑇(𝑛/8) 𝑇(𝑛/8)

𝑛

log2 𝑛 + 1 𝑛
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𝑇 𝑛 = ൞
𝑇

𝑛

3
+ 𝑇

2𝑛

3
+ 𝑛 𝑛 > 1

1 , 𝑛 = 1

𝑛

𝑛

𝑛

𝑇(𝑛)

𝑇(𝑛/3)

𝑇(𝑛/9) 𝑇(2𝑛/9)

𝑇(2𝑛/3)

𝑇(2𝑛/9) 𝑇(4𝑛/9)

𝑛

< 𝑛

< 𝑛
log3/2 𝑛

عمق درخت



پیچیدگي در حالت كلي
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ቑ

𝑇 𝑛 = 𝑇 𝛼𝑛 + 𝑇 𝛽𝑛 + 𝑛
0 < 𝛼 < 𝛽
𝛼 + 𝛽 = 1

⇒ 𝑇 𝑛

= 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)



42

𝑇 𝑛 = ቊ
𝑇 𝑛 − 1 + 𝑛 𝑛 > 1

1 , 𝑛 = 1
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𝑇 𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)/2


