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تابع توزیع–متغیر تصادفی 

محمدجواد فدائی اسلام



Pattern Recognition

متغیر تصادفی

ارآزمایشتصادفیخروجیتاهستیمعلاقه مندآزمایش هاانجامدر
یککهاستتابعی𝑋تصادفیمتغیر.کنیمبیانعددیصورتبه

.می کندنگاشتخروجییکبهراحقیقیعدد
. شودمیگرفتهنظردرپیوستهوگسستهصورتدوبهتابعاین
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Pattern Recognition

تابع توزیع احتمال= تابع توزیع تجمعی 

حتمالاکهاستتابعیتصادفی،متغیریکتجمعیتوزیعتابع
.می دهدنمایشراآنازکمترعددیمقدارباپیشامدهایرخدادن

:می شودتعریفزیرشکلبهدقیقصورتبهو

Cumulative Distribution Function (CDF)

Probability Distribution Function (PDF)

3

][)( xXPxF 



Pattern Recognition

تابع توزیع تجمعی

 ه و متغیرهای تصادفی از نوع گسستتجمعی تابع توزیع
.  شوندپیوسته به ترتیب به صورت زیر تعریف می

4

)()()( tfxXPxF
xt






dttf
x

xXPxF )()()(  




Pattern Recognition

(یا پیوستهگسسته )خواص تابع توزیع تجمعی 

یا -1

2-𝐹(𝑥)یک تابع غیر نزولی است .

و-3

4-𝐹(𝑥) در هر نقطهxاز راست پیوسته است.
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Pattern Recognition

(ادامه)تجمعی خواص تابع توزیع 

5-
در متغیر پیوسته: الف-6

در متغیر گسسته: ب
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Pattern Recognition

پیوستهتابع چگالی احتمال 
PROBABILITY DENSITY FUNCTION(PDF)
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مشتق تابع توزیع تجمعی، تابع چگالی احتمال نام دارد.

برای واحتمالی را نشان نمی دهد ، تابع چگالی احتمال پیوسته
.به دست آوردن احتمال باید از آن انتگرال گرفت

dx

)x(Fd
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Pattern Recognition

(پیوسته و گسسته)و تابع توزیع تابع چگالی

8



Pattern Recognition

امید ریاضی
EXPECTED VALUE

درریاضیامید.باشدƒ(x)احتمالچگالیتابعدارایXتصادفیمتغیراگر
.شودمیتعریفزیرصورتبهترتیببهپیوستهوگسستهحالت

برابرریاضیامید.دهندمینمایشμبامعمولاًراریاضیامیدآماریادبیاتدر
انتظارکرارتبی نهایتباتصادفیفرایندیکازمتوسططوربهکهمقداریبااست

.می رود
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Pattern Recognition

.مستقل از هم باشندYو Xاگر 

10

E(X).E(Y)E(XY) 

های امید ریاضیویژگی



Pattern Recognition

تفاوت امید ریاضی و میانگین
 دمی شونگاهی به جای یکدیگر در آمار استفاده این دو عبارت.
ازنیمکمحاسبهرااحتمالتوزیعیکمیانگینبخواهیمکهزمانی

نشان دهندهاین.می شوداستفادهریاضیامیدعبارتمقدار
اداده هجمع آوریازقبلداریمانتظارکهاستمقداریمیانگین

.دهدرخ
مقداربخواهیمکهمی شوداستفادهزمانیمعمولاًمیانگین

.کنیممحاسبهراشدهجمع آورینمونهتعدادیمتوسط
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Pattern Recognition

مثال-میانگین تفاوت امید ریاضی و 
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داد تعاحتمالتوزیعتابع ،جدول روبرو
گل هایی است که یک تیم معین در

.یک بازی به ثمر می رساند

𝜇 =෍𝑥𝑃 𝑥 = 1.45

 15تعداد گل هایی که یک تیم در
بازی زده است به صورت زیر است

1, 1, 0, 2, 2, 1, 0, 3, 1, 1, 1, 2, 4, 3, 1

𝑀𝑒𝑎𝑛 = ෍
𝑥𝑖
𝑛
= 1.53



Pattern Recognition

از روی تابع چگالی احتمالواریانسباز تعریف 

𝑓اگر تابع چگالی احتمال  𝑥در دامنه𝑎,𝑏 در دسترس باشد واریانس آن به
:صورت زیر قابل محاسبه است

𝑉 𝑥 = න
𝑎

𝑏

𝑥 − 𝜇 2 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜎2 = 𝐸 (𝑥 − 𝜇)2
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Pattern Recognition

از روی تابع چگالی احتمالواریانسباز تعریف 

را به صورت زیر 𝑋توان واریانس می𝐸باتوجه به خواص عملگر 
.  تعریف کرد
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Pattern Recognition

مثال

واریانس تابع زیر را حساب کنید

𝑓 𝑥 = 6𝑥 − 6𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

𝜇 = 0׬
1
𝑥 6𝑥 − 6𝑥2 𝑑𝑥 =

1

2

𝑉 𝑥 = 0׬
1
𝑥 −

1

2

2
6𝑥 − 6𝑥2 𝑑𝑥 =

1

20
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Pattern Recognition

های واریانسویژگی
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Pattern Recognition

کوواریانس دو متغیر تصادفی

دارای تابع چگالی احتمال𝑌و 𝑋اگر متغیرهای تصادفی 
.  دشوباشند کوواریانس آنها به صورت زیر تعریف میƒ(𝑥,𝑦)توام

رابطه بالا را می. ندهست𝑌و𝑋به ترتیب امید ریاضی 𝜇𝑦و𝜇𝑥که
: توان به صورت زیر نیز نوشت

:  مستقل باشند آنگاه𝑌و 𝑋اگر دو متغیر : قضیه
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Pattern Recognition

کواریانس نمونه ها
اگر𝑁ویژگیدونمونههرازکهباشددستدرتصادفینمونه𝑋و𝑌

دورددوماتریسیکویژگیدواینکواریانسماتریس.باشددستدر
.بودخواهدزیرصورتبه

𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑋) 𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)
𝑐𝑜𝑣(𝑌, 𝑋) 𝑐𝑜𝑣(𝑌, 𝑌)
𝑐𝑜𝑣 𝑋, 𝑋 = 𝑣𝑎𝑟 𝑋 , 𝑐𝑜𝑣 𝑌, 𝑌 = 𝑣𝑎𝑟(𝑌)

𝑐𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝑐𝑜𝑣(𝑌, 𝑋) =
1

𝑁 − 1
෍

𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖 − ҧ𝑥 𝑦𝑖 − ത𝑦
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Pattern Recognition

ویژگی کواریانس
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Pattern Recognition

20

𝑐𝑜𝑣 =
1 −0.8

−0.8 1
𝑐𝑜𝑣 =

1 0
0 1

𝑐𝑜𝑣 =
1 0.8
0.8 1



Pattern Recognition

COVARIANCE

A positive covariance between two variables

reveals that the paired values of both variables

tend to increase together. A negative covariance

reveals that there is an inverse relationship

between the variables, that is, as one increases,

the other tends to decrease.

Weight loss reduces diabetes risk. Lack of 

exercise increases the risk of diabetes.

cov(weight, diabetes risk) > 0

cov(sport, diabetes risk) <0

cov(sport, HIV) =0
21



توزیع یکنواخت، توزیع نرمال

محمدجواد فدائی اسلام



Pattern Recognition

گسستهتابع احتمال یکنواخت

 متغیر تصادفیX دارای تابع احتمال یکنواخت با پارامترk است اگر تابع
:احتمال آن به صورت زیر باشد

شاملکیسه ای:مثالkازشماره ایکدامهررویبرکهاستیکسانگوی
بینi.استچقدرiشمارهبهگویبرداشتناحتمال.داردوجودkتا1

.استkویک
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Pattern Recognition

گسستهیکنواختتابع احتمال 

همهبرایرابودنشانسهماگر.استkتا1شمارهباهاکلیدشاملی اجعبه:مثال
Xآنگاهباشد،شدهخارجکلیدشماره،Xتصادفیمتغیروبگیریمدرنظرهاشماره

.استگسستهیکنواختاحتمالچگالیتابعدارای
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Pattern Recognition

(  مستطیلی)تابع چگالی احتمال یکنواخت 
UNIFORMLY PROBABILITY DENSITY

FUNCTION

تصادفیمتغیرXبایکنواختاحتمالچگالیتابعدارای
زیرصورتبهآنچگالیتابعاگراستbوαپارامترهای

.باشد
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Pattern Recognition

های تابع چگالی احتمال یکنواخت ویژگی

چگالی احتمالنمودارx)(ƒبه صورت برای
.زیر است

 تابع توزیعF(x)برابر است با:
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Pattern Recognition

تابع چگالی احتمال نرمال
NORMAL (GAUSSIAN) PROBABILITY DENSITY FUNCTION

تحالدرآماریمهمهایتوزیعازیکینرمالتصادفیمتغیر
میانگینبانرمالتوزیعدارای𝑋تصادفیمتغیر.استپیوسته

𝜇اریانسوو𝜎2صورتبهآناحتمالچگالیتابعاگر،ستا
.باشدزیر

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎2
𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 , −∞ < 𝑥 < +∞
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Pattern Recognition

های توزیع نرمالویژگی

1- این توزیع نسبت به محورy=μدارای تقارن است.

2-

3-

4- برایμ=0 و𝜎2 = ، توزیع نرمال را توزیع نرمال استاندارد 1
. گویند

1)( 



dxxf

μ

0.50.5

5.0][][   XPXP
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Pattern Recognition

(ویژگی)توزیع نرمال 

درمقدارهااز%68:اولتصویر
میانگینازانحرافیکمحدوده

محدودهدرمقدارها%95:دومتصویر
میانگینازمعیارانحرافبرابردو
درمقدارهااز%99.7:سومتصویر

ازمعیارانحرافبرابرسهمحدوده
.میانگین

کیبرابرروبرواشکالدرمعیارانحراف)
(.استشدهگرفتهنظردر
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در رسم نمودارهاMATLABابزار 



Pattern Recognition

EZPLOTرسم تابع با استفاده از دستور

(رسم با معادله و سمبول)

% Easy-to-use function plotter

figure; hold on

ezplot('(2*pi)^-0.5 * exp(-1/2*(z^2))',[-10 10 0 0.5]);

ezplot('(2*pi*4)^-0.5 * exp(-1/2*(z/2)^2)',[-10 10 0 0.5]);

ezplot('(2*pi*0.81)^-0.5 * exp(-1/2*(z/.9)^2)',[-10 10 0 0.5]);
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Pattern Recognition

EZPLOTرسم  با 
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Pattern Recognition

PLOTرسم تابع با استفاده از نقطه یابی و دستور

% plot

X = [-7:.1:7];

Y = (2*pi)^-0.5 .* exp(-1/2.*(X.^2));

figure; plot(X,Y);

XX = [-7:1:7];

YY = (2*pi)^-0.5 .* exp(-1/2.*(XX.^2));

hold on; plot(XX,YY,'r');
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Pattern Recognition

34

رسم  با 
PLOT



Pattern Recognition

PLOTو رسم با NRMPDFمحاسبه  تابع چگالی نرمال با 

35

x = [-5:.1:5];

plota = normpdf(x,0,1);

plotb = normpdf(x,1,0.8);

figure; hold on;

plot(x,plota,'r');

plot(x,plotb,'b');



Pattern Recognition

تابع چگالی احتمال گوسی چند متغیره
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.خط زیر به معنای بردار است

Σ = 𝑐𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥
𝜇 = 𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟
. = 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡
𝑙 = 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑓𝑒𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑠 (𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠)



Pattern Recognition

37
𝑐𝑜𝑣 =

1 −0.8
−0.8 1

𝑐𝑜𝑣 =
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Pattern Recognition

داده و تابع چگالی توزیع متناظر آن

38𝑐𝑜𝑣 =
1 −0.8

−0.8 1



Pattern Recognition

EZSURFدستوربا استفاده از رویه رسم 

ezsurf('(2*pi)^(-1)*exp((-1/2)*(x^2+y^2))',[-3,3 -3,3])

39
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Pattern Recognition

MESHGRIDدستور 
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Pattern Recognition

و MVNPDFچند متغیره با محاسبه  تابع چگالی نرمال 
;PLOTx1 = -5:.2:5; x2 = -5:.2:5رویه با رسم 

[X1,X2] = meshgrid(x1,x2);

mu1 = [0 0];

Sigma1 = [.8 0; 0 8];

F1 = mvnpdf([X1(:) X2(:)],mu1,Sigma1);

F1 = reshape(F1,length(x2),length(x1));

%c = F1;

%c(:) = 255;

% surf(x1,x2,F1,c);

surf(x1,x2,F1);
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در رسم نمودارهاPYTHONابزار



Pattern Recognition

SYMPYرسم تابع با استفاده از 

(رسم با استفاده از معادله و سمبول)

#Python library for symbolic mathematics

from sympy.plotting import plot_implicit

from sympy.parsing.sympy_parser import parse_expr

s = 'y - (2 * 3.14)**(-0.5)*exp((-1/2)*(x**2))'

eqn = parse_expr(s)

plot_implicit(eqn)
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SYMPYرسم تابع با استفاده از
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Pattern Recognition

PYPLOTو رسم با NORMبا محاسبه  تابع چگالی نرمال 

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.stats import norm

# Plot between -5 and 5 with .001 steps.

x_axis = np.arange(-5, 5, 0.01)

mean = 0

sd = 1

plt.plot(x_axis, norm.pdf(x_axis, mean, sd), 'C1')

mean = 1

sd = 0.8

plt.plot(x_axis, norm.pdf(x_axis, mean, sd))

plt.show()
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PYPLOTو رسم با NORMمحاسبه  تابع چگالی نرمال با 

46
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تابع چگالی احتمال گوسی چند متغیره
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.خط زیر به معنای بردار است

Σ = 𝑐𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥
𝜇 = 𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟
. = 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡
𝑙 = 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑓𝑒𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑠 (𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠)



Pattern Recognition

یه رورسم چند متغیره و چگالی نرمال تابع محاسبه 
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.stats import multivariate_normal

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

mu_x = 0  # mean of x # define parameters for x and y distributions

variance_x = 3  # variance of x

mu_y = 1  # mean of y

variance_y = 3  # variance of y

# define a grid for x and y values

x = np.linspace(-10, 10, 500)  # generate 500 points between -10 and 10 for x

y = np.linspace(-10, 10, 500)  # generate 500 points between -10 and 10 for y

X, Y = np.meshgrid(x, y)  # create a grid for (x,y) pairs

# create an empty array of the same shape as X to hold the (x, y) coordinates

pos = np.empty(X.shape + (2,))

# fill the pos array with the x and y coordinates

pos[:, :, 0] = X  

pos[:, :, 1] = Y  

# create a multivariate normal distribution using the defined parameters

rv = multivariate_normal([mu_x, mu_y], [[variance_x, 0], [0, variance_y]])

# create a new figure for 3D plot

# …
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...  محاسبه تابع چگالی نرمال چند متغیره 
# …

# create a new figure for 3D plot

fig = plt.figure()

# add a 3D subplot to the figure

ax = fig.add_subplot(projection='3d')

# create a 3D surface plot of the multivariate normal distribution

ax.plot_surface(X, Y, rv.pdf(pos), cmap='viridis', linewidth=0)

# set labels for the axes

ax.set_xlabel('X axis')

ax.set_ylabel('Y axis')

ax.set_zlabel('Z axis')

# display the 3D plot

plt.show()

49



Pattern Recognition

...  محاسبه تابع چگالی نرمال چند متغیره 
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SYMPYاستفاده از سه بعدی با رسم تابع 

(رسم با استفاده از معادله و سمبول)
from sympy.plotting import plot3d 

plot3d(exp(-(x**2+y**2)), (‘x’, -2,2), (‘y’, -2,2))

51


